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摘　要：为了实现对模糊图像边缘及纹理的增强，使图像的细节信息更加清晰，需要对图像进行锐化增强。

现有的增强方法一般是整数阶微分锐化及高通滤波，由于这些方法的处理效果仍不理想，文中引入了分数阶

微分算子。分数阶微分不仅可以很好地增强图像的边缘和纹理信息，还可以保留平滑区域信息，抑制较大噪

声。研究并分析了Ｔｉａｎｓｉ分数阶微分算子的原理及特点，并对其进行了改进，提出了一种新的分数阶微分算

子，可以更好地增强图像的边缘和纹理信息，同时保证图像的亮度不产生大幅度变化，而且可以抑制较小噪

声的影响。从定量的角度分析，改进的分数阶微分算子的平均梯度最大可比原图像提高３．８倍。从而验证了

改进的分数阶微分算子比整数阶微分算子如Ｌａｐｌａｃｅ算子及Ｔｉａｎｓｉ分数阶微分算子具有优越性，且算法简单

易于实现，可应用于工程中的实时图像处理系统中。
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１　引　　言

图像增强是图像处理研究的关键问题之一，

是提高视觉效果的重要手段。图像边缘是图像的

重要信息，边缘的锐化程度决定图像的清晰度。

所以增强图像的边缘，是增强图像信息最重要的

部分。目前最常用的增强图像边缘的方法是图像

锐化，它通过增强图像的边缘和纹理信息获取最

佳的视觉效果［１３］。最通用、最简单的图像锐化方

法主要包括微分锐化和高通滤波。其中微分锐

化分为一阶微分锐化和二阶微分锐化，这些方

法早已得到了广泛的应用。近年来，分数阶微

分被从数学领域引入到图像处理领域，成为一

个新兴的图像锐化的发展方向，得到了学者们

的广泛关注。

分数阶微分早在整数阶微分产生时就产生

了，该问题曾被许多大数学家探究过［４］。虽然分

数阶微分的研究非常困难，但是经过上百年来许

多科学家的努力，使它逐渐地发展成一个数学体

系。由于其物理意义不太明确，使分数阶微分的

应用受到阻碍，目前在实际工程中还没有得到广

泛应用。从 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ利用分数阶微分分析布

朗运动，提出分形学开始，分数阶微分才逐渐引起

关注。随着信息时代科学的迅速发展，分数阶微

分与以往的整数阶微分相比，其优势逐渐显现

出来［５］。

２　Ｔｉａｎｓｉ分数阶微分算子

分数阶微分是整数阶微分的一种延拓，它继

承了整数阶微分的一些优势，可以锐化图像的边

缘。同时分数阶微分又具有其独特之处，它可以

利用其非线性特征，选择合适的分数微分阶数，很

好地增强图像的边缘和纹理信息，还可以保留图

像的平滑区域信息，抑制较大噪声［６７］。本文通过

研究典型的分数阶微分 ＧＬ（ＧｒｕｎｗａｌｄＬｅｔｎｉ

ｋｏｖ）
［８１０］和分数阶微分算子的实现过程，提出一

种基于Ｔｉａｎｓｉ分数阶微分算子的图像纹理增强

方法。该方法使图像的纹理细节信息更加细致、

清晰，同时图像平滑区域的信息也得以保留，使图

像的视觉效果更好。

分数阶微分定义有好多种，其中最基本、应用

最广泛的是分数阶微分 ＧＬ定义。ＧＬ分数阶

微分表达式如下：

犌
犪犇

α
狋犳（狋）＝ｌｉｍ

犺→０

１

犺α

狋－犪［ ］犺

犿＝０

（－１）
犿
×

Γ（α＋１）

犿！Γ（α－犿＋１）
犳（狋－犿犺） （１）

其中α＞０，犺表示微分步长，
狋－犪［ ］犺

是取变量狋－犪
犺

的整数部分，Γ（狀）为Ｇａｍｍａ函数。

Γ（狀）＝∫
∞

０

犲－狋狋狀－１ｄ狋＝ （狀－１）！ （２）

犪、狋分别表示分数阶微分的下限和上限。犳（狋）的

连续周期狋∈［犪，狋］，按步长犺＝１等分，得：

犿＝
狋－犪［ ］犺

犺＝１

＝ ［狋－犪］

所以，一维信号犳（狋）的α阶微分的表达式如下：

犱α犳（狋）

ｄ狋α
≈犳（狋）＋（－α）犳（狋－１）＋

（－α）（－α＋１）

２

犳（狋－２）＋…＋
Γ（－α＋１）

犿！Γ（－α＋犿＋１）
犳（狋－犿）

（３）

　　为了使图像的分数阶微分算子具有旋转不变

性，现采用上下、左右和对角线方向共８个方向的

具有各向同性的微分算子。根据式（３）写出差分

方程右边的前狀项乘数：

犪０ ＝１，犪１ ＝－α，犪２ ＝
（－α）（－α＋１）

２

犪３ ＝
（－α）（－α＋１）（－α＋２）

６

犪４ ＝
（－α）（－α＋１）（－α＋２）（－α＋３）

２４
，…，

犪犿 ＝
Γ（－α＋１）

犿！Γ（－α＋犿＋１

烅

烄

烆 ）

（４）

犪１ 犪１ 犪１

犪１ ８×犪０ 犪１

犪１ 犪１ 犪１

（ａ）３×３

犪２ ０ 犪２ ０ 犪２

０ 犪１ 犪１ 犪１ ０

犪２ 犪１ ８×犪０ 犪１ 犪２

０ 犪１ 犪１ 犪１ ０

犪２ ０ 犪２ ０ 犪２

（ｂ）５×５

图１　分数阶微分算子

Ｆｉｇ．１　Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｐｅｒａｔｏｒ



第１期 赵　建：分数阶微分在图像纹理增强中的应用 １２３　　

　　根据式（４）构造各向同性滤波器，获得不同尺

寸的８个方向分数阶微分算子，如图１所示。两

个分数阶微分算子在８个方向上都具有旋转不变

性。图１（ｂ）的５×５的掩模算子称为Ｔｉａｎｓｉ微分

算子［５］。

３　改进的分数阶微分算子

Ｔｉａｎｓｉ分数阶微分算子克服了整数阶微分算

子的局限性，将分数阶微分算子从数学领域引入

到图像增强领域，大幅度增强了图像的纹理信息，

同时保留了平滑区域信息，避免产生较大的噪声。

但是Ｔｉａｎｓｉ微分算子仍存在一定的不足之处。

将式（４）的前３项乘积代入到Ｔｉａｎｓｉ算子的模板

中，则模板的各因子之和为：

狊＝８×犪０＋８×犪１＋８×犪２ ＝４α
２
－１２α＋８

（５）

　　为了在增强图像纹理信息的同时保证其亮度

不变，同时可以平滑图像的较小噪声，则令狊＝０，

求解得α＝１或α＝２。当α＝１时，犪２＝０，则图

１（ｂ）的５×５掩模板变成３×３；当α＝２时犪１＝

－２，犪２＝１，则分数阶微分变为整数阶微分，失去

了分数阶微分的所有优点。为了满足设计条件，

现对Ｔｉａｎｓｉ微分算子进行改进，提出一种新的掩

模模板算子，如图２所示。

－犪３／犪２ ０ －犪３／犪２ ０ －犪３／犪２

０ 犪１ 犪１ 犪１ ０

－犪３／犪２ 犪１ ８×犪０ 犪１ －犪３／犪２

０ 犪１ 犪１ 犪１ ０

－犪３／犪２ ０ －犪３／犪２ ０ －犪３／犪２

图２　本文改进的分数阶微分算子

Ｆｉｇ．２　Ｉｍｐｒｏｖｅｄｆｒａｃｔｉｏｎａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｏｐｅｒａｔｏｒ

　　该算子在保证各因子之和为零的前提下，解

得α＝
１

２
，则犪１＝－

１

２
，－
犪３
犪２
＝－

１

２
，保证了分数

阶微分的所有优点，很好地增强了图像边缘和纹

理细节信息，同时保留了平滑区域的信息并抑制

了噪声的影响。

４　实验结果与分析

为了验证改进的分数阶微分算子的优势，现

选取几组图像进行仿真实验，分别与整数阶微分

算子的二阶微分算子Ｌａｐｌａｃｅ算子，和分数阶微

分算子Ｔｉａｎｓｉ算子进行对比，取α＝
１

２
。对比实

验如图３、４所示。

!"#

!$#

%&#

%'#

图３　不同锐化算子增强效果对比．（ａ）原图；（ｂ）Ｌａｐｌａｃｅ

算子；（ｃ）Ｔｉａｎｓｉ算子 ；（ｄ）本文改进算子．
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图４　不同锐化算子增强效果对比．（ａ）原图；（ｂ）Ｌａｐｌａｃｅ

算子；（ｃ）Ｔｉａｎｓｉ算子；（ｄ）本文改进算子．

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｅｎｈａｎｃｅｍｅｎｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｈａｒ

ｐｉｎｇｏｐｅｒａｔｏｒｓ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）Ｌａｐｌａｃｅ

ｏｐｅｒａｔｏｒ；（ｃ）Ｔｉａｎｓｉｏｐｅｒａｔｏｒ；（ｄ）ｔｈｅＩｍｐｒｏｖｅｄ

ｏｐｅｒａｔｏｒ．

通过图３和图４的对比可以明显看出，本文

改进算子可以将图像的边缘和纹理细节表现得更
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加清晰，且能保证原图像的亮度均衡，不产生过亮

现象。

为了定量分析各种算法的锐化效果，现引入

信息熵［１１１２］和平均梯度［１３１４］对图像的增强效果

进行客观评价。实验结果如表１和表２所示，本

文改进的分数阶微分算子的信息熵和平均梯度明

显高于整数阶微分算子的二阶微分算子Ｌａｐｌａｃｅ

算子和分数阶微分算子Ｔｉａｎｓｉ算子。

表１　图３中的四幅图像的信息熵和平均梯度比较

Ｔａｂｌｅ１　Ｅｎｔｒｏｐｉｅｓａｎｄａｖｅｒａｇｅｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｆｏｕｒｉｍａ

ｇｅｓｏｆＦｉｇ．３

图３（ａ） 图３（ｂ） 图３（ｃ） 图３（ｄ）

信息熵 ６．９５７６ ７．０２９９ ５．４５７３ ７．２１５９

平均梯度 ４．６１２２ １０．３３０９ １４．５５３５ １５．７９１６

表２　图４中的４幅图像的信息熵和平均梯度比较

Ｔａｂｌｅ２　Ｅｎｔｒｏｐｉｅｓａｎｄａｖｅｒａｇｅｇｒａｄｉｅｎｔｓｏｆｔｈｅｆｏｕｒｉｍａ

ｇｅｓｏｆＦｉｇ．４

图４（ａ） 图４（ｂ） 图４（ｃ） 图４（ｄ）

信息熵 ７．２４７３ ７．６５８１ ６．６１８９ ７．７６５３

平均梯度 ４．６８９２ １８．３０６４ １５．３１５４ ２２．７２８１

５　结　　论

将分数阶微分应用于图像纹理增强领域是目

前国内外研究较少的新兴学科分支，它有着整数

阶微分不具备的优势。对于图像灰度值变化不大

的平滑区域中的纹理细节信息；分数阶微分比整

数阶微分对其加强的幅度更大。对于图像灰度值

变化较大的边缘和纹理区域，分数阶微分的增强

效果更是明显优于整数阶微分，更加细致清晰。

所以，图像分数阶微分既保留了图像低频轮廓信

息，加强了灰度值跃变幅度较大的高频边缘信息，

同时还加强了灰度值变化较小的高频纹理细节信

息。而图像的整数阶微分在加强灰度值跃变幅度

较大的高频边缘信息的同时，极大压制了低频轮廓

信息和灰度值跃变幅度较小的高频纹理细节信息。

使得基于分数阶微分的图像算子比基于整数阶微

分的图像算子更有利于分析和强化图像纹理细节

信息。本文对Ｔｉａｎｓｉ算子进行了改进，提出了一种

新的掩模算子，使图像的纹理细节更加清晰，同时

保证图像的亮度不会发生较大变化。结果表明，本

文改进的分数阶微分算子的信息熵和平均梯度均

明显高于原图像和其他两种微分算子。
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